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I. Définition et propriétés
1. Activité 1 Page 83

A. Variables aléatoires sur un espace probabilisé fini

Une urne contient deux boules numérotées 4 et trois boules numérotées —2,
Indiscernables au toucher .on tire simultanément deux boules de 'urne.

1. a. Quelle est la probabilité de tirer deux boules numérotées 4?

différents ?
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b. Quelle est |la probabilité de tirer deux boules portant des numéros

. Quelle est la probabilité de tirer deux boules portant le méme numéro ?

d. On note X "application qui a tout événement élémentaires associe la

2018-03-10
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somme des numéros des deux boules tirées .Quelles sont les différentes
valeurs prises par X ?
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2. Définition Page 83
Soit (E,P(E),p) un espace probabilisé fini .On appelle aléa numérique ou
variable aléatoire toute application: F — R.

e. Notation Page 83
L'événement {a € E ; X(a) = x;} est noté (X = x; ) .I'ensemble X(E)
désigne I'ensemble des valeurs prises par X.

f. Activité 2 Page 83
On lance une piéce de monnaie bien équilibrée trois fois de suite.
1. Déterminer 'ensemble de toutes les issues possibles.

2. On note X la variable aléatoire qui a chaque événement élémentaire
associe le nombre de cotés « face » obtenus.
a. Quelle est la probabilité de I'événement (X=0)?

b. Quelle est |la probabilité de I'événement (X=1)?

c. Quelle est la probabilité de I'événement (X=2)?

d. Quelle est la probabilité de I'’événement (X=3)?
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g. Définition Page 83

Soit (E,P(E),p) un espace probabilisé fini et X une variable aléatoire.
On appelle loi de probabilité de X ou distribution de X ,I’application
Px : X(E) — [0,1]

xip —pX=x)

h. Conséquence Page 84

2018-03-10

Soit (E,P(E),p)un espace probabilisé fini.Si X est une variable
aléatoire sur E telle que X(E) = {x1,x,, ,Xn},alors

zn:P(X =x)=1.
i=1

Exercice

On lance plusieurs fois un dé et on s’intéresse au nombre d’apparitions du six.
On lance le dé deux fois .

Déterminer la loi de probabilité de la variable X suit compte le nombre de succes

Espéranceetvarit Y OS RQdzyS @I NAI 6f S
1. Définition Page 84
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Soit (E, P(E),p) un espace probabilisé fini et X une variable aléatoire sur E telle que !

X(E) = {x,x5, cun .. , Xn )

On appelle espérance mathématique ou moyenne de X le nombre
n

E(x) = Z XiPi
i=1

2. Exercice

On lance plusieurs fois un dé et on s’intéresse au nombre d’apparitions du six.
On lance le dé deux fois .
1. Déterminer la loi de probabilité de la variable X suit compte le nombre de succes.
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2. Calculer E(X).

3. Remarque
1 Le jeu favorable ou gagnant si E(x) > 0.
1 Le jeu est défavorable ou perdant si E(x) < 0.
1 Le jeu équitable si E(x) = 0.

4. Activité 1 Page 85
On lance un dé de six faces numérotées de 1 a 6 et on désigne par X I'aléa
numeérique qui a chaque lancer associe le numéro obtenu et par Y I'aléa qui a
chaque lancer associe 1 si le numéro obtenu est paire et —1 si le numéro obtenu
est impair.
Calculer (X), E(—=3X),E(Y)etE(X+7Y).

5. Théoréme Page 85

Soit (E,P(E),p) un espace probabilisé fini, X et Y deux variables aléatoires sur
E

1 Pourtoutréel ,E(aX) = a E(X)
1 EX+Y)=EX) + EQY)

6. Définition Page 85
Soit (E,P(E),p) un espace probabilisé fini et X une variable aléatoire sur E.

On appelle variance de X le nombre V(X) = E ((X — E(X))Z).
On appelle écart-type de X le nombre o(X) = /V(X).

7. Propriété Page 85
Soit (E,P(E),p) un espace probabilisé fini .
Si X est une variable aléatoire sur E alors V(X) = E(x?) — (E(X))>.
Nl. Fonction de répartition R Qdzy'S @ NA I 6t S It Sk Gd2ANB

1. Activité 1 Page 86

Soit (E,P(E),p) un espace probabilisé fini et X une variable aléatoire sur E.

On a représenté ci — contre la fonction

F:R— [0,1] e ea - —

1'.I’9 _________ il —
08f------ —
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Ou (X < x ) désigne I'ensemble
{a € E ; X(a) < x} Déterminer graphiquement.

1. Les valeurs prises par X.

2. p(X<-1) =

p(X<13) =
11
P(r<73)-
p(X<1)=
p(X <2)=

p(X =2) =

p(1<X<6)=

3. Laloi de probabilité de X.

4. Exemple
Considérons la variable aléatoire X dont la loi de probabilité est donnée par le
tableau suivant :

Xi 1 2 4
p(x;) 1 1 1
2 6 3

Déterminons la fonction de répartition F dans ce cas .
Vx €]-,1] ;FX)=pX <x)=p(@) =0
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Vx €]1,2] ;FX) =pX <x)=p(X =1) =%

N =
QN =
e [}

vx€]24] ;FX) =p{(X =D U X =2} =pX =D +pX=2) =+

Vx €[4+ ;FX) =pX <) =plX=DUX=2)uX =H}=pQ) =1
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Cas général :

2. Activité 2 Page 86
Une piece de monnaie est truquée de sorte que la probabilité d’obtenir pile est
égale a 0,6 . On lance la piece trois fois et on note X la variable aléatoire associant
a cette épreuve le nombre de piles obtenus.

1. Déterminer La loi de probabilité de X.
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2. On considére I'application F : R — [0, 1]
x —pX<x)

Déterminer I'expression de F et la représenter .

3. Définition Page 86
Soit (E,P(E),p) un espace probabilisé fini et X une variable aléatoire sur E.
On appelle fonction de répartition de X, I'application définie de R dans [0,1]
Par F:x — p (X < x).
. Activité 3 Page 86
Trois urnes contiennent chacune des jetons numérotés de 1 a 6. On tire au
hasard un jeton de chaque urnes, et on note X la variable aléatoire associant a
chaque tirage le plus grand des numéros tirés.
1. Soit K un entier inférieur ou égal a 6.
a. Dans chaque urne, quelle est la probabilité de tirer un numéro inférieur ou
égalea K?

Hl0 EN] EN0 E M0 EN EN EN EN EN EKN <ED
Y

b. En déduire p(X < K).
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2. Déterminer la fonction de répartition de X et tracer sa courbe.

3. Déterminer la loi de probabilité de X.

IV. Loi Bernouilli
Considérons une expérience dont l'univers ne contient que deux événements
élémentaires . on appelle sucées la réalisation de A et échec la réalisation de son
contraire A posons p(A) = p la probabilité de I'événement A et p(4) = g la
probabilité p et g sont liés par la réalisation p +q =1
1. Exemple
Un joueur lance un dé non pipé et on s’intéresse a I'obtention du six .

NN : . -
Soit A I'événement « on obtient un six ». Nous avons p(4) = % etp(4) = =

L’orsqu’ on s’intéresse ainsi a un événement A ou a son contraire 4, la
réalisation de I'expérience est appelée épreuve de Bernouilli
V. LoiBinomiale
1. Activité 1 Page 87

La probabilité qu’un joueur de fléchettes atteigne sa cible est égale a 0,9.

1. On suppose que le joueur effectue deux tirs et on note X la variable aléatoire

associant a cette épreuve le nombre de succes réalisés.
a. Déterminer la loi de probabilité de X.
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b. Déterminer la probabilité de I'’événement « le joueur atteint au moins une
fois sa cible ».

2. On suppose que le joueur effectue dix tirs et on note Y la variable aléatoire
associant a cette épreuve le nombre de succes réalisés.

a. Calculer la probabilité des événements suivants « le joueur réalise neuf
succes », « le joueur réalise au moins un succes ».

b. Déterminer la loi de probabilité de Y.

2. Théoréeme et définition Page 87
Soit E une expérience aléatoire constituée de n épreuves identiques,
indépendantes et n’ayant que deux issues : succes ou échec.
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Soit p la probabilité de I'événement succes.
On considere la variable aléatoire X associant a cette expérience le nombre de
succes réalisés au cours des n épreuves.
Alors la loi de probabilité de X est donnée par :
pX=K)=Ckp*(1-p)"* ke{01,....,n}.
3. Notation et vocabulaire Page 87
La loi binomiale de parametre (n, p) est notée B(n, p).
Lorsque n = 1 ,on dit que X suit une loi de Bernoulli.
. Activité 3 Page 88
On lance n fois (n = 1) un dé .0On note A I'événement « obtenir au moins un 6 ».
1. Calculer P(A) pourn = 3.

ol EN E EN EN EN EN EN M EKN oEDN
Y

2. Exprimer p(A) en fonction de n.

3. Combien de fois au moins faut —il lancer le dé pour que la probabilité de A soit
supérieure ou égalea 0,9 ?

5. Espérance et variance Page 88
Soit X une variable aléatoire suivant une loi binomiale B(n, p).Alors

EX)=np , V(X) =np(1-p) et a(X) =ynp(1—p) .
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B. Exemples de lois continues
I.La loi uniforme
1. Activité 1 Page 88
1. a. Soit I'intervalle I = [—1,1] .Quelle est son amplitude ?

b. Soit f la fonction définie sur I par f(x) = % Calculer f_llf(x)dx :

c. Montrer que pour tout intervalle [c,d] de [-1,1],0 < fcdf(x)dx <1.

2. Soit f une fonction constante sur un intervalle [a, b] .

a. Quelle valeur doit —on donner a f pour que fff(x)dx =172

b. Montrer que dans ce cas que 0 < fcdf(x)dx < 1., pour tout intervalle
[c,d] de[a,b] .

3. Définition Page 88

Soit un intervalle [a, b] (a < b).La fonction f définie sur [a, b] par f(x) = ﬁ est

appelée densité de la loi de probabilité uniforme sur [a, b].
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On appelle probabilité uniforme sur [a, b] I'application qui a tout intervalle [c, d
inclus dans [a, b] associe le réel p([c,d]) = fcdf(x)dx.

4. Conséquences Page 89
Pour tout réel ¢ de [a, b], P({c}) = fccf(x)dx = 0.

Si on désigne par|c, d] le complémentaire de [c,d] dans [a, b], alors

i p[C, d] =1- p([C, d]) I'aire de la ;&mic hachurée est
|

: T B

' .

i R a¢ d b

. Activité 2 Page 89
Un joueur lance une fléchette sur une cible circulaire de rayon 30 cm.le joueur
n’est pas expérimenté de sorte qu’il atteint aléatoirement la cible ,On désigne
par d la distance entre le centre de la cible et le point d’'impact.
1. Quelle est 'amplitude de ces intervalles de d ?

ll0 oEND EN ENN END ENN ooED
19, ]

2. On partage l'intervalle[0,30] en 10 intervalles de méme amplitude.
a. Quelle est I'amplitude de ces intervalles ?

b. Le réel d a —t-il plus de chances d’appartenir a un intervalle plutot gqu’a
un autre ?
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c. Quelle est selon vous la probabilité que d appartienne a 'intervalle
[0,30] ? [4,5] ?[9,10] ?

Dans I'activité précédente le réel d varie de facon aléatoire dans[0,30] , mais
de facon équirépartie.
On dit alors que d est une variable aléatoire a valeurs dans [0,30] .

oll] oENKN e<END
(2)]

. Définition Page 89

On dit qu’une variable aléatoire X a valeurs dans un intervalle suit la loi de

probabilité uniforme Psi(c < X < d) = Z_;:.

olN] e<END
~N

. Activité 3 Page 89
On considere un mobile M qui se déplace sur un cercle de centre O a partir
d’un point A et qui s’arréte d’'une maniere aléatoire. M
On mesure alors I'angle aque fait [0A) avec [OM).
Soit P la probabilité uniforme sur [0,27].
Calculer : p(g <X<m, p(% <X< 3%) et
p(0 < X < ). A
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8. Activité 4 Page 90

On suppose que la durée (en minute ) du trajet qui sépare un employé de son
travail est une variable X a valeurs dans I'intervalle [30,50] qui suit la loi
probabilité uniforme P.

1. Calculerp(30 < X <40)etp(30 < X <43).

2. On considére I'application définie par F : R — [0,1] définie par

0 six <30 !
i F(x) ={P(30 < X < x) six €[30,50]
: 1 six>50 !

Déterminer I'expression de F et la représenter.

9. Définition Page 90

* 2018-03-10 Prof : Mr Gary Badreddine Page 14 sur 19

R



H[.O OENe [OENe (NN [N [ENe (NN (NN (NN (NN (NN [ENe [ENe [ENe [OENe [ENe [ENe

] oEEN] *El] °El] M1 Al Ml Al M E] E] E] E E EK <EKN O.]E

Soit X une variable aléatoire qui suit |la loi de probabilité uniforme P sur 'intervalle

[c,d]
On appelle fonction de répartition de , I'application F : R — [0,1] définie par
0 six<a e
F(x) ={P(a< X <x) six € [a,b] #:
1six>b I
:
I
I
I
0 a b

VI. Laloi exponentielle
1. Activité 1 Page 90
Soit A un réel strictement positive .la fonction f définie sur [0, +oo[ par

f(t) = de ™,
1. Calculer: f;cf(t)dt

lim f xf(t)dt =
0

X —+00

2. Montrer que pour tout intervalle [c,d] de [0, +oo[ , 0 < fcdf(x)dx <1

2. Définition 90
Soit A un réel strictement positive .la fonction f définie sur [0, +oo][ par
f(t) = le~** est appelée densité de loi exponentielle.
On appelle loi de probabilité exponentielle de paramétre A, I'application P qui .
1 atoutintervalle[c, d] inclus dans [0, +oo[ associe le réel

P(lc,d]) = [ Ae M dx .
1 atoutintervalle [c, +oo[inclus dans[0, +oo[ associe le réel
P([c, +oo[) = e7*

2018-03-10 Prof : Mr Gary Badreddine Page 15 sur 19



3. Conséquences 91
1. Pourtout réelc >0 ,P({c}) = fccf(x)dx =0.
2. Pourtout réelc >0 ,P([0,c]) = focf(x)dx =1-—e7%,
3. p([c,+=[) =1—-P([0,c]).
4. Activité 2 Page 91

On s’intéresse a la durée de vie t (en semaine) d’un appareil électronique.
On suppose que la probabilité que I'appareil soit encore fonctionnel au bout
d’un temps t est une loi de probabilité exponentielle de parameétre 0,5.
Quelle est la probabilité que la durée de vie soit entre 100 et 200 semaines ?

Dans l'activité précédente le réel t varie de fagon aléatoire mais selon
une loi appelée loi exponentielle. On dit alors que t est une variable
aléatoire qui suit la loi exponentielle de parametre 0,5.

5. Définition Page 91
On dit gu’une variable aléatoire X suit la loi exponentielle de paramétre 4.

Sip(c<X<d)= fcd)le"lxdx =e M —eMetP(X =) =e7.

6. Activité 3 Page 91
Une variable aléatoire X suit une loi exponentielle de paramétre 1.

1. Déterminer A sachant que P(X = 10) = 0,5.
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2. Détermineralorsp(0 < X < 10),p(100 < X <300) et P(X = 300).

3. On considére I'application F : R — [0,1] définie par

0 Si x<0
FX) = {p(O <X <x) Six €[0,+00]
a. Déterminer I'expression de F.

b. Calculer lim,_,, , F(x).

c. Représenter F.
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7. Définition Page 92

Soit X une variable aléatoire qui suit |la loi de probabilité exponentielle P de
parametre 1.0n appelle fonction de répartition de X, I'application
F:R — [0,1] définie par:

1

0 Six<0
F(X)_{p(OSXSx) Six € [0, +oo]

6. Activité 3 Page 92 0
Soit X une variable aléatoire qui suit la loi de probabilité exponentielle P de
paramétre A. Dans la figure ci-contre on a représenté la fonction de répartition de
X.
1. Déterminer une valeur approchée a 10~ prés du paramétre A.

2. Calculerp(X = 2).

085 — —
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7. Exercice
Le temps en minute qui passe un médecin pour consulté un patient est une
variable aléatoire qui suit une loi exponentielle de parametre 1.
1. Quelle est la probabilité pour qu’un patient passe entre 5 mn et 10 mn pour
une consultation ?
2. Quelle est le pourcentage du patient qui passe plus que 15 mn avec le

médecin ? !
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