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I. Rappels
1. Définition
Soit ny un entier naturel .
Lorsqu’ a tout ent i er nyworeaisatie ud téel umiqus U p
(u,)on dit que | > on a defini une sui t
leréel(u,)s’ appelle | e terme oqgue.neéral de

La suite se note (Up)psn, OU (Uy).
Autrement écrit :
(u,) : N—R

n— u,

2. Le Principe de récurrence

a.. [ QLI EA2YS

On veut deémont r e rp,aturaicipouetoupentiermatuseint i 0

i On montre que la 1 proposition (01‘1 [ ) est vraie .
U  Onsuppose que la proposition est vraie au rang n(c'est-a-dire ,, est vraie)

( pour un entier n quelconque) .

U  On montre alors que la propriété est vraie aurang n + 1 (cad g, ., est vraie).

b. Activité
uo =0
2

Soit (u,,) la suite définie sur N par VREN, u, 4 =—

4—u,21

MontrerqueVn € N ,ona:OSun<\/f.
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c. Suites Arithmétiques et Suites Géométriques

Suites Arithmétiques

Suites Géométriques

Uy = Uy + T

(7: laraisonde la suite
r:indépndant den )

Vnt1 = q Uy
(q : laraisonde la suite
q : indépndantden )

U, =ug+nr

uy 1°° terme

— n
Un = Voq

vy 1 terme

Up=U,+(M—n) T

(m #n,meN"et neN")

— m—-n
vm & vnq

(m#n,meN"et neN")

r=0Ssi uy,,.1 =u,=-.=uy

u,, Suite constante

q=1 Ssi

v, Suite constante

n-1 n—1
n+1 1—-q"
Sn=Zuk=—(u0+un) Sn: Vg =Dy
2 1—¢q
k=0 k=0
Sir+0 ,N;,=(n—-1-0)+1=n Sig+1
- n—p+1 - 1 — gn Pl
Sn=Zuk=—(up+un) Sn:zvk:vp —
2 1-q
k=p k=p
Siqgq+1

Ni=(n—p)+1
n

Snzzukz(n—p+1)up
k=p
Si r=0

n
Sn=ka=(n—p+1)vp

Sig=1

T
=
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*Si r>0 lim, ,u, =+wx.

*Sir<0 lim,, ,u,=-—0.

* Si q>1let uy> 0

lim u, = +oo
n—-+oo

* Si q>1let up <0

lim u, = —o0
n—-+oo

x Si L1xqg<1

limau, =0
n——+oo

* g< -1

lim u,, = pasde limite
n—-+oo

* Si >0 (u,) eststrictement croissante .

* Si <0, (u,) eststrictement
décroissante.

*0<g<1l uy>20
(u,) est strictement
décroissante

*0<qg<1l upy<o
(u,) eststrictement croissante

*q>1 uy> 0 (u,) est
strictement croissante

*g>1 uy< 0 (u,) est
strictement décroissante
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3. Activité 1 Page 24
Dans chacun des cas ci —dessous, calculer la limite de la suite (u,,) .

1
1. un=n—, n=1.

2. u,=n*+1,n=>0.

3. u,=10",n>0.

4. Activité 2 Page 24

L. . g ) _1-(-n "
On désigne par (u,) la suite définie par: u, = vl
1. Donner | ewmpetas,6d OoNn de

2. Que peut —on dire de la limite de u,,?
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5. Théoréme (admis)
Soit (u,,) une suite réelle et a fini ou infini .

lim u, =a ,sietseulementsi, lim u,, =a et lim u,,,;1 =a.
n—-+oo n—+4oo n—-+oo

6. Activité 3 Page 24

, _1\n
Etudier la convergence de la suite (u,) définieparu, =1+ (n—l) ,n=>1.

7. Activité 4 Page 24
Soit la suite (u, ) définie pour tout entier n par u,, = (—1)™.
1. Montrer que (u,,) est bornée.

2. Lasuite (u, ) est —elle convergente ?
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8. Activité 5 Page 24
Soit la suite (u, ) définie pour tout entier n par u,

= Zniz’
1. Montrer que la suite (u, ) est convergente .

2. Lasuite (u, ) est —elle bornée ?

9. Théoreme (admis) Page 25
Toute suite convergente est bornée .
10.0pérations sur les limites de suites Page 25
Soit a et b deux réels.
Les résultats qui suivent concernent les opérations sur les limites de suites réelles.
Soit deux suites (u,) et (v,,)deuxréelsaetb.
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lim u, lim v, lim (u, +v,)
n-+oo n—+oo n—+oo
a b a+b
+00 b +00
—00 b —QC0
+o0 +o0 100
—Q00 —Q00 —Q00
lim u lim v lim (w,.v
nodoo T notoo T n—>+oo( n n)
a b a.b
oo b+0 oo
(00] (0]
= = u
o, o, Vn lim (")
n—+oo vn
a b+0 a
b
00 b 00
a +co 0
a —00 0
a+0 0 o0

11.Activité 6 Page 25
Dans chacun des cas ci —dessous, calculer la limite de la suite (u,,) .

1 3
1. unzz_i—3n ,n=>1.

Vn

2. unz(nl—z—%)(n3+3n—1),n >1.
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12.Remarque

Pour montrer | a mfuomoconpardugetw,;;une s ui
)l Up+1 — Up.
up+1 . .
1 . etl;u, #0 etlesigne (u,).
T u,’etu,, >
1 Par récurrence.

Il. . Suites géométriques et applications
1. Activité 1 Page 25

Dans chacun des cas ci —dessous , calculer la limite de la suite (u,) .
1
1. u, =(§)”,n =>0.
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2. u, = —%)n,n >0.

3. u, = (Wm",n =0.

2. Théoréme (Rappel) Page 26
Soit (u,,) une suite géométrique définie paru,; = q"* ,n =0, ou q est un réel non
nul .

*Si q>1,alors lier u, = +oo.
n—-+00

*Si|q| <1 ,alors. lim u, =0.

n—+oo

+Si q<—1,alorslasuite (u,)y QF LI & RS fAYAGS
* Si q = 1, alors la suite (u,,) est constante .

3. _Activité 2'Page 26
Dans chacun des cas ci —dessous , calculer la limite de la suite (u,) .

1
_ =&
1. u, = T3

n=3.
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2. Uy = 4(-2)n+5
3. u, =1+-+
4. uy = —3 =——

_ (=2)"-3

Page 10 sur 29

n=0.

QN 20 .

“=3(2)n 20

2018-12-06

chap 2: Cours : Suites Réelles




4. Activité 3 Page 26

u0=2,

On considere la suite (u,) définie par : {un+1 —2u,—-1,n=0.

1. Déterminerlasolutionad e | ' éx= 2xt—ilo n

2. Ondésigne par (v,,) définiepar:v, = u, —a,n=>0 .
Montrer que (v;,) est une suite géométrique .

3. En déduire I'’expression de u,, en fonction de n et calculer lim u,,.

n—+oo
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IIl. Suites du type v, = f(u,)
1. Théoréme ( admis ) Page 28
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et (u,)dzy’' S a dzA 0 S
del.

*  Si liT u, =1 (fini ouinfinie) et
n—-+oo

* Si ll;mf(x) = L (fini ouinfinie ), alors - nliﬂo(f(u")) = I
X—
2. Activité 1 Page 28

Dans chacun des cas ci —dessous, calculer la limite de la suite (u,,) .
1. u, =sin(0.75)" ,n=>1.

2. u, =nsin(%),n >1.

3. u, = cos(%),n >0 .
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IV. Limites et ordre
1. Activité 1 Page 28

. . T n+cos (n
On considere la suite (v,,) définie par v, = Ti) ,n=>1 .
n—1 n+1
1. Montrerquepourtout n =21 ,5—=<v, <—5—.
n°+1 n“+1

2. Déterminer une valeur approchée & 107> des réels v;goy et vygs.
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3. Que peut - on dire conjecturer sur lim v,
n—+oo

2. Activité 2 Page 28
1. Montrer que pour tout entier n > 4,2" > n?.

n

2. En déduire que pour tout entiern > 4 - =n.

. . _2n
3. Que peut —on conjecturer sur lim —?
n—+oo N
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3. Retenons 2 Page 29

Nous admettons les résultats ci- dessous qui nous permettent de trouver la limite
d une suite par comparaison avec d’ a
Soit (u,) , (v,) et (w,,) des suites réelles , a et b deux réels.

* Si u, <v,,m =Nyetsi lim u, =aet lim v, =b ,alorsa<b.

n—+oo n—+oo
*Si v, <u, <w,,n =2Nyetsi lim v, = lim w, =a ,alors lim u, =a
n—+oo n—+oo n—+oo
*Si0<|u,|<v,,n =Nyetsi lim v,=0,alors lim u, =0
n—+oo n—+oo
* Si u, <v,,n =2Nyet lim u, =+4oco alors lim v, = 400
n—+oo n—+oo
* Si u, <v,,n =2Nyet limwv, =—c alors lim u, = —
n—+oo n—-+o0
4. Activité 3 Page 29
1
On considere la suite (u définieparu, =—  n > 0.
(un) P N Vn+cos?n -
1
1. Montrer quepourtout n =21, 0 <u, < N
n

Page 15 sur 29 2018-12-06 chap 2 : Cours : Suites Réelles




2. Endéduire lim u, .
n—-+oo

5. Activité 4 Page 29
. : e : 0"
On considere la suite (u,) définie pour tout entier n par u, = —-

10 .
1. Montrer que 0 < uZ—” < J; pour tout entier n > 10.

n

10
2. Montrer alors que 0 < u,, < (E)"_10 up, n = 10.

En déduire que la suite (u,,) est convergente et calculer sa limite.
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D

3$.A | "aide de | a cal cul atmn,pooarque, d
lu,| <107, n >n,.

6. Activité 5 Page 29
Dans chacun des cas ci —dessous, calculer la limite de la suite (u,,) .
1. u, =Gn+1)" ,n >1.

3
e > 1.

2. U, =————n
n 2+siniBn) -

3. u, = n3(sin(n) — 3),n > 1.
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__ n+sin?(2n)
n3

n = 1.

)

. Retenons
u, et v, étant deux suites définies sur N.

Soit a une constante réel n, metp des entiers naturelstelquem =>p >n
m m

m
Zaz(m—n+1)a; zaukz az uy .
k=n

k=n k=n

m p m m m m
D,k =D k) ) (kv =) ek ) vy
k=n k=n k=p+1 k=n k=n k=n

m m+1 m m

zuk: U — Upyy zuk: 2 U+ u,

m
Z(uk+1 —Uy) = Upyq — Up
k=0
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8. Activité 6 Page 30

1. Ecrire les sommes suivantes en utilisant le symbole Y.

a. A=14+2+3+:.4n.

2. Calculer les sommes suivantes .

500

c=21=
k=10

20
D=)>@Bk-1)=

10
E = z 107% =
k=3
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V.

9. Activité 7 Page 30

1 1 1
1. Vérifier que pour tout entier k non nul == ——,
quep "k(k+1) ko k+1

n
1
2.En déduire la limite de la suite (w,,) définie par w,, = Z —,n =1
£ k(k+1)

Convergence des suites monotones

1. Activité 1 Page 30

Soit la suite (w,,) définie par w, = % + % + -+ % ,n = 1.
n(n+1)

1. a. Montrerquel+2+:--+n= ,n=1.

b. Vérifier que la suite (w,,) est décroissante et minorée .
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c. Montrer que (w,,) est convergente et déterminer sa limite .

2. Soit la suite (v,,) définie par v, = % + % o - +% ,n=>1,

a. Vérifier que la suite (v,) est croissante.

b. Lasuite (v, ) est —elle convergente?

2.. Théoreme Page 31
Soit (u,,) une suite définie pour n = 0.

9 Silasuite (u,) estcroissante et majorée, alors elle converge vers un réel a
et pourtout n=>0,u, <a.

1 Silasuite (u, ) est croissante et non majorée alors elle tend vers +co.

1 Sila suite (u, ) est décroissante et minorée ,alors elle converge vers un réel
betn>0,u, =>b.

1 Sila suite (u,) est décroissante et non minorée ,alors elle tend vers —co.
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3. Activité 2 Page 30
1 1 1

s : g _ 1,011 1
On consideére la suite (u, ) définie par u,, = 1+\/§+\/§+\/Z+ +\/H'

1. Montrer que la suite (u, ) est croissante .

2. Montrer que pourtout n > 1, u, = Vn.

3. En déduire lim u, .
n->+oo

4. Montrer alors que la suite (u,,) est non majorée.
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VI. Suites récurrentes

1. Théoreme Page 31
Soit une suite (u,) vérifiant la relation de récurrence u,,,1 = f(u,) ,n=0o0uU
f est une fonction.
Si la suite (u,) est convergente vers un réel a et si la fonction f est continue en
aalorsa = f(a).

2. Activité 2 page 32
Soit la suite (a,,)définie parag =1 et a,,1 =+/a, +1 ,n=>0.
1. Montrer que la suite (a,) est croissante et majorée par 2.

2. Déterminer sa limite .
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3. Activité 3 page 32
Soit la suite (u,, )définie par uy = 0.25etu,4 1 = u,(1 —u,),n = 0.
1. Montrer que la suite (u, ) est décroissante.

2. Montrerque pourtout n >20,0 <wu, <1.

3. Déterminer sa limite de (u,).
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VIl. Suites adjacentes
1. Définition et théoréme 32

Deux suites( U)o €t (V)nso F RS2 OSy 1Sa f 2NBEIj dzQS € €

1 Pourtoutn >0 ,u, <v,.
1 Lasuite (u,) est croissante et la suite (v,,) est décroissante .
1 Lasuite (u, — v,) convergeversO0.

2. Exercice résolu 2 Page 33

oit la suite(u,,) définie paru,, = Y5 G —,n>1

1. Montrer que la suite (u;,) est croissante et la suite (uy,,1) est décroissante.

2. Comparer uy, et uy,,q pour toutentiern > 1 et calculer

lim (uzn —Uzn+1) -
n—-+oo

3. Montrer que la suite (u,,) est convergente vers un réel « .
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4. a. Vérifierque uy, < a < Uy, 41-

b. Calculer u, et us et donner une valeur de a a 1073 approchée a prés .

3. Exercice 21 Page 38

On considere les suites (u,) et (v,) définiesparuy =12,v, =1,

_ Upt2u, __upt3vy,
Up 41 _T'vn-l_l =~ ,n=0.

1. Montrer que la suite (u,, — v,,) est géométrique, on précisera sa raison et son
premier terme.
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2. Montrer que pourtout n =0, u, = v, .

3. Montrer que les suites (u,)et(v,)sont adj acentes et
la méme limite « .

4. On pose pourtoutn >0, t, = 3u, + 8y, .
a. Montre que (t, ) est une suite constante .
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b. En déduire la valeurde « .
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